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PROBLEMAS DE AVALIAGAO CONTINUA

JORGE BUESCU

CURSOS: FISICA, ENG?* FISICA, ENG BIOMEDICA

Observacao importante!

Estes problemas destinam-se a avaliacao continua
dos estudantes. Note-se que os problemas propostos
para cada semana estao programados para um inves-
timento de tempo entre as quatro e as seis horas,
nas quais se incluem as duas horas da aula pratica.

Isto significa, em particular, que € errado pensar
que o trabalho desenvolvido nas aulas prdticas é
suficiente para resolver os problemas propostos.
Este método de funcionamento pressupoe o trabalho,
individual ou em grupo, dos estudantes fora das aulas
— entre duas e quatro horas semanais.

A experiéncia mostra que o processo mais eficiente
para os proprios estudantes ¢ o de comparecer na aula
pratica tendo ja trabalhado em todos os problemas

propostos para essa semana e resolvido parte deles,
concluindo a sua resolucao depois da aula.

Date: 1° semestre de 2009/10.
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Parte 3: Séries de Fourier e
Equacoes diferenciais parciais

T'épicos essenciais: Método de separacao de variaveis
em equacoes diferenciais parciais. Séries de Fourier:
convergencia em média quadratica, Teorema de Par-
seval, conjuntos ortonormados completos. Critérios
de convergencia. Aplicacoes as equacoes do calor,
de Laplace e das ondas. Relacao com a solucao de
d’Alembert para a equacao das ondas.

Bibliografia essencial: M. Braun, Differential equations
and their applications. Springer.
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(1) Determine a solugao dos seguintes problemas de valores iniciais
e condigdes na fronteira (PVIF):
ou 5, 0%u uw(0,t) =u(2,t) =0
2) o “om e (0,2), com{ u(z,0) = sen (Z£) + 3 sen (22%).
ou  *u u(0,t) = u(L,t) =

b)a—@—{—u.TE(O;L)aCOm{ u(z,0) = ¢y sen (372) + cp sen (55%).

(2) Determine a série de Fourier das seguintes fun¢oes nos intervalos
indicados:
a) f(z) ==, z€]—1,1].
L—xz, para0<x<L;
b) g(z) = L+z, para —L <z <0.
Utilizando a série obtida num ponto adequado, aproveite
para mostrar que

f L SO S
£ (2n —1)2 32 " 52 -8

¢) hiz)=2* x€[-L, L)
Utilizando a série obtida num ponto adequado, aproveite
para mostrar que

fl_l+1+1+ o
e n? 22 32 6

(3) Calcule a série de Fourier da onda sinusoidal rectificada, isto é,

de
senx se senz > 0,

f(x):{ 0 se senz < 0.

(4) a) Calcule, utilizando o Teorema dos Residuos, os integrais
I / L 0,1,2
n — €, n=u,1,42....
_r0+4cosz

b) Deduza, da alinea anterior, os valores de

1/7T cosnz b 1/7T sennz
a, = — — " dux, w = — —dx.
m™J)_d+4cosx m™J)_5+4cosx

c¢) Diga, justificando, qual o valor da soma da série

% + ;ancosnx + b,, sennx
para cada z € [—m, 7|
(5) a) Mostre que se f : R — R for uma funcao par e f(x) # 0,
entao 1/f é uma funcao par. Mesmo problema para
fungoes impares.
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b) Mostre que, se f : R — R for uma fungao par difer-
enciavel, entdo f’ é impar. Mostre ainda que, se f :
R — R for uma funcao impar diferenciavel, entao f’ é
par.
(6) Desenvolva a funcao definida no intervalo [0, 1] por f(z) = a:

a) numa série de Fourier que s6 contenha senos;
b) numa série de Fourier que s6 contenha cosenos.

(7) Seja a fungao f definida no intervalo (0, 7) por f(z) = sen (z).
(a) Determine a série de Fourier de cosenos da fungao f.
(b) Diga, justificando, qual o valor da soma da série de

Fourier para cada z no intervalo [—7, 7].
(c¢) Resolva a equagao

Up = Uyy + 2u, x € (0,7)
u(0,t) = u(m,t) =0
u(z,0) = f(x).

(8) Resolva o seguinte PVIF relativo & equagao das ondas:

0%u 0%u
ﬁ = U2w, WS (0, 1),
u(0,t) =u(l,t) =0
com ¢ u(z,0) =0
u(z,0) = 1.
: - . u 0%
(9) Considere a equagao de propagacao do calor 5 =Y o (%)
(a) Mostre que esta equagao possui uma solugao estacionaria
(isto é, que nao depende do tempo) da forma u(x) =
Azr + B.
(b) Determine a solucao estaciondria para o problema cor-
respondente a uma barra situada entre os pontos z = 0
e x = L, em que se fixam as temperaturas u(0,t) =
Tl, U(L,t) = TQ.
(c¢) Resolva a equagao (*) para0 < z < 1 e para as condigoes
u(0,t) =20
iniciais e de fronteira ¢ wu(1,t) = 60
u(z,0) = 75.
(10) Mostre que, em geral, o problema de valores iniciais e de fron-
teira
u = kug, + g(x), 0<zx<L
uz(0,t) = a, u,(L,t)=p
u(z,0) = f(x)
nao possui solugao estacionaria. Determine a relacao que «, 3, k, g

e L devem satisfazer para que exista solucao estacionaria. In-
terprete fisicamente.
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(11) Resolva o seguinte problema de valores iniciais e na fronteira:

Up = Uge, O0< T <7
uw(0,t) = a, ug(m,t) =0
u(z,0) = f(z) =7° — (7 — x)2

Sugestao: Observe que o intervalo de desenvolvimento de f(z)
em série de Fourier sugerido pelas condigoes de fronteira é [0, 27]

e nao [0, 7!
(12) Considere o problema
_ J%u
g 8 2, O<z<L
u
L

U0, = 24(L.1) = 0 (4
(:E,O) = f(x),

onde f(x) é uma funcdo continua em [0, L] e seccionalmente
diferencidvel em 0, L.

a) Resolva o problema por separacao de variaveis quando
3z
f(z) = cos (35%). o
b) Mostre, para qualquer f nas condigoes do problema (*),
que para todo o t > 0 se tem

/OL u(z, t)de = /OL f(z)dz

e que, paratodoo x € [0, L], se tem lim u(z,t) / f(s)ds.

t——+o0
Interprete fisicamente!

(13) Seja a € R\ Z.
a) Realize o desenvolvimento da funcao f(z) = cosaz, 0 <
r < m, em série de Fourier de cosenos no intervalo
[—m, 7).
b) Aproveite este desenvolvimento, calculado num ponto
adequado, para mostrar que

1
™ COtgﬂ'O{_——f‘Zm

Observacgao: Pode ser-lhe 1til recordar as identidades trigonométricas

1
cosacosb = 5 (cos(a + b) + cos(a — b)), sen (a+b) = senacosb+ senbcosa.

Respostas a alguns problemas
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“+o0

2

2. a) f(z) = Z(—l)"“E sen (nmz).
L 4L 1 o — 1)
b)g(l‘)zg‘l—ﬁz(zn_l)QCOS( L) .

L4 f (=)™  nrx

3 5 COS
™

¢) h(z) = .

9. u(z,t) = 20 + 40z + Z b, sen (nmz) e ™t onde os b, sao
n=1
os coeficientes do desenvolvimento de f(z) = 55— 40x em série
de senos, isto é,

Z b, sen (nmx) = 55 — 40z.

n=1

= 32 2n + 1 2
- —(n+1/2)%t
12. u(x,t) = g T2 1P sen ( 5 x) e :

n=0




