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PROBLEMAS DE AVALIAGAO CONTINUA

JORGE BUESCU

CURSOS: FISICA, ENG BIOMEDICA

Observacao importante!

Estes problemas destinam-se a avaliacao continua
dos estudantes. Note-se que os problemas propostos
para cada semana estao programados para um inves-
timento de tempo entre as quatro e as seis horas,
nas quais se incluem as duas horas da aula pratica.

Isto significa, em particular, que € errado pensar
que o trabalho desenvolvido nas aulas prdticas é
suficiente para resolver os problemas propostos.
Este método de funcionamento pressupoe o trabalho,
individual ou em grupo, dos estudantes fora das aulas
— entre duas e quatro horas semanais.

A experiéncia mostra que o processo mais eficiente
para os proprios estudantes é o de comparecer na aula
pratica tendo ja trabalhado em todos os problemas

propostos para essa semana e resolvido parte deles,
concluindo a sua resolucao depois da aula.

Date: 1° semestre de 2009/10.
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Parte 2: Equacoes diferenciais
ordinarias

Tépicos essenciais: EDOs de primeira ordem: lin-
eares, separaveis, homogéneas, exactas e redutiveis
a exactas. Campos de direccoes. Teorema de exis-
tencia e unicidade. Equacoes escalares lineares de
ordem superior a primeira: solucao geral, problemas
de valores iniciais, matriz Wronskiana, formula de
variacao das constantes. Sistemas de equacoes difer-
enciais lineares, exponencial de matrizes, formula de
variacao das constantes.

Bibliografia essencial:

M. Ramos, Curso elementar de equacoes diferenciais. DM-

FCUL, 2002.
M. Braun, Differential equations and their applications.
Springer-Verlag, 1987.
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Alguns dos problemas da presente lista foram retirados do livro de
M. Braun Differential Equations and Their Applications, que contém
solugoes.

Equacoes lineares

(1)

Em cada um dos problemas seguintes determine a solucao do
problema de condigao inicial dado. Depois de resolver verifique
que se trata de facto de uma solugao substituindo na
equacao e constatando que esta é satisfeita.

(a) %+\/1+t2y:0, y(0) = /5.

d
(b) d—i’+ty=1+t, y(3/2) = 0.
dy
(c) oy —2ty=t, y(0) =1.
L
(d) Ld—z—l—Ri:VO, i(0) = 0.

Determine a solugao geral da equacao diferencial

d
(1+t2)d—i+ty: (14 %)%2,

Depois de resolver verifique que se trata de facto de uma
solucao substituindo na equacao e constatando que esta
é satisfeita.

Sugestao : Divida ambos os lados da equacdo por 1+ ¢2.
Numa substancia radioactiva, o fenémeno de decaimento é ale-
atério: todos os nucleos atémicos tém a mesma probabilidade
P de decaimento por unidade de tempo, e nitcleos distintos
comportam-se independentemente.

Suponha que em t = 0 existem Nj nucleos dessa substancia.
Determine quantos nicleos N (t) existirao no instante t. (Sug.:
a probabilidade é, neste caso, o mesmo que a frequéncia rela-
tiva).

Determine uma solucao continua do problema de condigao ini-
cial

y+y=gt), y(0) =0,

onde
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(5) Dada uma equagao diferencial

W s altyy = 70

com a(t) e f(t) continuas em —oco <t < 00, a(t) > ¢ >0
e lim; . f(t) = 0, mostre que todas as solugoes tendem para
zero quando t — +00.
(6) Um circuito RL ao qual se aplica, em ¢ = 0, uma tensao sinu-
soidal de frequécia w corresponde ao problema de valores iniciais
L% 4+ Ri =V sen (wt)
i(0) =0,
onde R > 0 e L > 0 sao resp. a resisténcia e indutancia do

circuito.
(a) Mostre que

ip(t) = Vo/VR? + w?L? sen (wt — «v),

onde o = cos™H(R/vVR? + w?L?), é solugao particular (note
que, para verificar que algo é solugao, basta substituir na
equagao e verificar que esta é satisfeita).
(b) Mostre que, quando t — +00, todas as solugoes da equagao
se aproximam de i, (t) = Vo /v R? + w?L? sen (wt—a), onde
a = cos ' (R/VR?+ w?L?) (sug.: considere a diferenga
entre i,(t) e outra qualquer solugao).
(7) Em cada um dos problemas seguintes determine o comporta-
mento de todas as solugoes da equacao diferencial dada quando

tﬁto.

dy 1 1

oy sy=— to = 0.
(a’> dt+ty t27 0

d ) s
(b) d—?ijtytgt:smtcost, t0:§.

(8) O modelo mais simples para evaporacao de uma gota de dgua
esférica é supor que a diminuicao de volume da gota se processa
a uma taxa proporcional a sua superficie.
(a) Qual o tempo necessario para que uma gota de raio Ry se
evapore completamente?
(b) Se supusermos que a taxa de diminui¢ao de volume da gota
é proporcional ao quadrado da sua superficie, quanto tempo
demora uma gota de raio Ry a evaporar-se completamente?
(c) Em face das respostas anteriores, qual dos dois modelos é
mais realista?
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Equacoes nao-lineares de 1.a ordem

Determine a solucao geral das seguintes equagoes diferenciais.
Depois de resolver verifique que se trata de facto de solu-
coes substituindo na equacao e constatando que esta é

satisfeita.
dy

() (142 =14y
(Sugestao: tan(x +y) = %)
dy

(b) 5 = 1—t+y* —ty’

Nas alineas seguintes determine a solucao do problema de valor
inicial e o intervalo de existéncia de cada solugao . Depois de
resolver verifique que se trata de facto de uma solugao
substituindo na equacgao e constatando que esta é satis-
feita.

dy —tsiny 7
(8) (:losydt% L+12 7 y(d) 2
Y
(b) — R y(2) =3

Toda a equagao diferencial da forma ¢ = f(y) ¢ separavel.
Estas equacoes diferenciais de 1.4 ordem em que o tempo nao
aparece explicitamente dizem-se autonomas. Todas elas podem,
em principio, ser resolvidas. Suponha agora que temos uma

d

equacao diferencial da forma d—gz =f <%) , COMO pOr exem-

d
plo d_zt/ = sin (%) . Estas equacgoes dizem-se homogéneas. O
facto de o membro esquerdo da equacao depender apenas do
quociente ¥ sugere que se faga a substituicao v = ¥, ou seja
y=uwt.

Lo dy _ . (Y
(a) Mostre que esta substitui¢ao transforma P f 3 na
~ . v p ,
equagao equivalente t% +v = f(v), que é separdvel.
d 2

(b) Determine a solugao geral da equagao d_i — oY + (%)

Depois de resolver verifique que se trata de facto de
uma solugao substituindo na equagao e constatando
que esta é satisfeita.
E possivel mostrar, a partir das leis de Newton, que um cabo
suspenso em dois pontos (como por exemplo um cabo eléctrico
ou uma catendria de comboio) tem de assumir uma forma dada
pela equagao
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d*y dy\’
SV (H)
dx? N <d:z:)

Vamos resolver esta equagdo tomando para origem (z,y) =
(0,0) o ponto de altura minima do cabo (ver fig. 1). Nestas

condigdes , y(0) = %(0) = 0.

W

FIGURE 1. Escolha de eixos para descrever a catendria.
(a) Fazendo z = %7 resolva a equacao correspondente para z,
notando que z(0) = 0.
(b) Integre a expressao anterior tendo em conta que y(0) = 0
e esboce o grafico da funcao obtida.
Obs. A curva que encontrou chama-se catendide (do latim
catena, cadeia, corrente): é a forma assumida por uma corrente
ou um cabo suspenso por dois pontos, e dai o nome catenaria.
(13) Determine todas as solugdes das seguintes equagoes homogéneas.
Depois de resolver verifique que o sao substituindo as expressoes
obtidas na equacao e constatando que esta é satisfeita.
(a) ¥’ +z (v —y)y =0.
(b) 2 —y* +2xyy = 0.
(¢) (P +ay)y =22 —y?+zy+y’.
(14) Determine a solugao geral das seguintes equagoes. Depois de
resolver confirme que sao solugoes substituindo na equacgao e
verificando que esta é satisfeita.

dy
2ty— = 3y* — 1%
(a) y Y @, y
Y )
R
Y
(15) Considere a equagao diferencial
dy at+by+m
dt — ct+dy+n’
onde a, b, ¢, dm e n sao constantes.

(a) Mostre que a equagdo acima pode ser, por meio de mu-

d t+0b
dancas de variavel adequadas, reduzida a 4y _at+by

dt  ct+dy
se ad—bc#0.
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(b) Determine a solugao geral no caso particular ad—bc = 0.

(16) Existem muitas espécies cujas taxas de natalidade ndo sao pro-
porcionais a dimensao da populagao. Suponhamos, por exem-
plo, que a reproducgao ¢é sexuada: cada membro da populagao
necessita de acasalar para se reproduzir, para o que depende
de encontrar um parceiro. Seja N(t) a populagdo total. O
nimero de encontros entre machos e fémeas deve ser propor-
cional ao produto do niimero total de machos pelo ntimero to-
tal de fémeas. Como cada um destes é proporcional a N(t), o
nimero de nascimentos por unidade de tempo é proporcional a
N2(t).

Por outro lado, a taxa de mortalidade, niimero de individuos
que morrem por unidade de tempo, é proporcional a N(t) —
pois é um fenémeno individual, nao dependendo de encontros
entre individuos.!

A dimensao da populacado N (t) satisfaz portanto a equagao
diferencial

ﬂ:l)]\72—6L]\f, a,b>0.
dt
Mostre que, se N(0) < a/b, entao N(t) tende para 0 quando
t — oo. Ou seja, assim que a populagao € inferior ao nivel
critico a/b a espécie tende para a extingao.
Obs. Uma especie animal cuja populacao esta préoxima do
nivel critico a/bé classificada em vias de extingao.

(17) Um objecto de massa m ¢ projectado verticalmente para baixo
com uma velocidade inicial V5 num meio que oferece uma re-
sisténcia proporcional a raiz quadrada da velocidade escalar.

(a) Encontre a relacdo entre a velocidade V' e o tempo t se a
forca de atrito for igual a ¢V .

(b) Calcule a velocidade terminal do objecto. Sugestao : Nao
¢ necessario explicitar V (t).

(18) Um corpo de massa m ¢é lancado verticalmente da superficie
da Terra com uma velocidade inicial V[ . Considere a expressao
y(t) do movimento num referencial unidimensional perpendic-
ular & superficie da Terra com origem nesta e orientado para o
exterior da Terra. Nao havendo resisténcia do ar, mas contando
com a variacao do campo gravitacional da Terra com a altitude,

obtemos
av. mgR?

m — = -
dt (y+R)*’
onde R é o raio da Terra.
'Excepto em circunstancias excepcionais que pode ter interesse modelar especi-

ficamente, como guerra ou propagacao epidémica de uma doenca com elevada taxa
de mortalidade (ndo é o caso da gripe Al).
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(a) Seja V(t) = v(y(t)). Determine a equagao diferencial sa-
tisfeita por v(y).

(b) Calcule a menor velocidade inicial V; para a qual o corpo
nao regressa a Terra. Esta é a denominada wvelocidade de
escape. Sugestao : As “velocidades de escape” correspon-
dem a solugoes v(y) que permanecem estritamente positi-
vas.

(19) Um residuo industrial é despejado num tanque com 1000 litros
a uma taxa de 1 1/min. e a mistura bem homogénea ¢é evacuada

a mesma taxa.

(a) Calcule a concentragao de residuos no tanque no para t >
0.

(b) Quanto tempo leva esta concentracao a atingir os 20% ?

(20) Calcule curvas ortogonais as familias de curvas dadas:

(a) y=ca?

(b) y=csinz

(c) y* —a?=c

(21) Em cada um dos problemas seguintes determine a solugao geral

da equagao diferencial dada:
d
(a) 2t siny +y* e’ + (¢ cosy + 3y*e) &

) dt
Yy t t dy
= -2 + (y — — = 0.

(22) Resolva o problema de condigao inicial

0.

{ Sty+ vy + (2 +ty)y =0
y(2) = 1.

(23) Calcule todas as fungoes f(t) tais que a equacao diferencial

dy
28int +y f(t) = =
ysint +y f(t) =5 =0

seja exacta. Resolva a equacao para essas fungoes f .
(24) Chama-se equagdo de Bernoulli a uma EDO da forma

dy B "
< raltyy =0y

Determine a solugao geral desta equacao. Sugestao: divida
ambos os lados por y" e mediante a mudanca de variaveis
u = y'™" transforme-a numa equacao linear em .

(25) Resolva a equagao de Bernoulli y' + y sin (t) + y" sin 2t = 0. De-
pois de resolver confirme que se trata da solucao, substituindo
na equacao e verificando que esta é satisfeita.
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(26) Para cada uma das seguintes equagoes diferenciais, esboce o
campo de direcgoes e trace os respectivos tipos de solugoes.

(a) y’:tQtJ?rJyz

(b) v = el
©y=0-y)2-y),
@)y =y —1),

(e) ICOi(Zé—t),

() yl_%,

(g) ,__4y—6t
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EDOs de ordem superior a primeira

(27) E possivel mostrar, a partir das leis de Newton, que um corpo
no interior da Terra é atraido para o centro com uma forca
proporcional a sua distancia ao centro da Terra; a contante de
proporcionalidade é dada por k = %ﬂGMT/RE}, onde G ¢é a
constante de Newton, Mp a massa da Terra e Ry o raio da
Terra.

(a) Deduza a equagao do movimento de uma pessoa que cai
num buraco que atravessa a Terra passando pelo seu centro.

(b) Ao fim de quanto tempo essa pessoa atingird os antipodas?
Tome G = 6,7 x 107 m3s~%kg™!, Ry = 6400 km, My =
6,0 x 10** kg.

(28) Determine uma equagao diferencial de 2. ordem que tenha

como solugoes a familia dada:
(a) y(t) = At + B2,
(b) y(t) = (A+ Bt)e'
(29) Considere a equagao diferencial y” — 2y’ + 2y = 0.
(a) Determine a solucao geral da equagao .
(b) Esboce as solugoes que satisfazem y(0) = 0.
(30) Determine a solugao geral da EDO y” — 4y’ 4+ 4y = 0.
(31) Qual é o menor inteiro n > 0 para o qual a equagao diferencial

v ag g™ b fa,y =0

tem entre as suas solucoes as funcoes sin 2¢, 4t2e?t, —e7t ?
Determine constantes aq,--- ,a, € R para que tal aconteca.
(32) Determine a solugao geral da EDO y” — 3/ — 2y = €3t
(33) Determine a solugao geral da EDO y" + 4y + 4y = cos(2t).
(34) Determine todas as solugoes da equagao

y"(t) —y"(t) + 9 (t) —y(t) = sent

que satisfazem a condicao y(0) = 1.
(35) Resolva, para w # 0, o problema de valores iniciais

Y (t) + w?y(t) = coswt

y(0) =0
y'(0) = 1.
Esta equagdo possui alguma solugao limitada em [0, +oo|?

Justifique.
(36) Determine a solugao geral da equagao

t1y" () + ty'(t) — dy(t) = 0

sabendo que y,(t) = t~2 ¢é solugao particular.
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| Sistemas de EDO de 1.a ordem|

(37) Considere a matriz
1 -1
A= [ bl } |
(a) Determine os valores préprios de A.
(b) Determine uma matriz S que diagonalize A.
c

)
)
(c) Calcule et4.
(d) Determine a solugao de

HEB

o= 15]

(e) Esboce o retrato de fase do sistema.

(38) Para cada uma das matrizes A dadas, determine e/

2 1 1 2 -1 1
(a) 2 3 4 (b) 0 1 0
1 -1 -2 1 -1 2
3 2 -1 2 1 0
(c) ~10 1 @ | -1 0 1
0 0 2 -1 -1 3
—2 -1 1 3 1 -1
(e) 0 -1 0 (f) 12 1
1 -1 0 11 1

(39) Dois blocos idénticos, de massa m, estao ligados por trés molas
idénticas, de constante elastica k, do modo indicado na figura.
As paredes estao fixas, tendo por abcissas resp. ©* =0 e x =
L. Designe por z(t) e z5(t), respectivamente, as posigdes dos
blocos 1 e 2.

FIGURE 2. Sistema massas-molas do problema 39.
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(a) Mostre que as leis de Newton conduzem as equagoes difer-
enciais
mil + k(?l’l — Ig) =0
mi'g + k(QCL’Q — T — L) =0

(b) Mostre que as equagbes anteriores admitem uma (tinica)
solucao independente do tempo, ou seja, de equilibrio, dada
por x1 = L/3, 9 = 2L/3.

(¢) Realizando a mudanca de varidveis y; = xy — L/3, yo =
xo — 2L/3, y3 = may, ys = may, mostre que as equagoes
do movimento conduzem ao sistema de 1.* ordem

() 0 0 -+ 0 ()
Yo | _ 0 0 0 = Y2
y'3 N —2k k 0 0 Ys
y'4 k -2k 0 0 Ya

(d) Determine a solugao geral do sistema anterior, mostrando
que ela é a sobreposicao de duas oscilagoes de frequéncias
w1 = \/k/m e wy = +/3k/m.

Obs. Aquilo que acabou de realizar chama-se em Fisica a
determinacao dos modos normais do sistema. O estudante in-
teressado podera considerar o seguinte problema: como se al-
teram as frequéncias dos modos normais se as molas e/ou as
massas nao sao idénticas? Qual o efeito de incluir termos de
amortecimento?

(40) Determine a solugao geral de cada um dos seguintes sistemas
de equacoes diferenciais:

) =1 xry = —x1 + T3
/I _ !/
(a) xh =121 + 229 (b) xh = 3 X9 )
Th =11 — T3 Th=—x1 — T3
/
=z
/ 1 1
Ty =—2x
(c) ; 2 (d) xh=2x1 — 33
Ty =T+ 2T ;
Ty =T1 +3T2 + 213

(41) Determine uma matriz 2 x 2, A, tal que uma das solugdes de
x' = Ax seja
x(t) = (" —e", e* +2e7") .
(42) Resolva os seguintes sistemas de equagoes diferenciais:
2y (t) = x1(t) + €
(a) ¢ 25(t) = z1(t) + 222(t) +sint

(t) = z1(t) — x3(t) — te 2
by { D) =—2aa(t) 4+ £
zh(t) = —x1(t) + 2x9(t) + €
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(43) Resolva o sistema

2+ 2x —y = 2%
y' + 3x — 2y = 6e?

(44) Resolva os sistemas
: 3 =2 e3t
(1) ()
. 3 —1 0
(55 )< (2)

Sugestao: Reduza cada sistema a uma equacao escalar depen-
dente apenas de uma variavel.

Existéncia e unicidade (Teorema de Picard-Lindel6f)

(45) Construa as iteradas de Picard para o problema de condigao
inicial
y'=2ty+1), y0)=0
e mostre que elas convergem para a solucao y(t) = e’ — 1.

(46) Resolva as seguintes equagoes diferenciais utilizando as iteradas
de Picard:

(a) v =—2ty com y(0)=1.

(b) ¥ =+y—1+4t com y(0) =1. Sugestao : Apos o calculo
das duas primeiras iteradas deve estar em condigoes de
adivinhar a forma da solucao .

(47) Considere o problema de condicao inicial
y=t'+y,  y(0)=0

e seja R orectangulo 0 <t <a, -b<y<b>.
(a) Mostre que a solucao y(t) deste problema existe para

) b
OStSmln(a, m)

- b ;1
(b) Mostre que o valor méximo de 337, com a fixo, é 5.
: 1 :
(c) Mostre que a = min (a, 5, ) ¢mdximo quando a = \% .
a

(d) Conclua que a solugdo y(t) do problema acima existe no

. 1
intervalo 0 <t < 7

(48) Mostre que y(t) = —1 é a tunica solugdo do problema de con-
dicao inicial
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(49) (a) Verifique que y(t) =1 ¢é solugao do problema de condi¢ao
inicial

{y=ty1=¢?, y0)=1..

(b) Determine uma outra solugdo deste mesmo problema de
condicao inicial. Depois de resolver confirme que se trata
de uma solugao substituindo na equacgao e verificando que
esta é satisfeita, bem como o valor inicial.

(c) Os factos anteriores contradizem o teorema de Picard-Lin-
delof? Justifique.



